âÉÌÌÉÁÒÄÙ É ÕÐÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃ É ÛÁÒÏŒ

ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎ

I. œŒÅÄÅÎÉÅ

ïÄÎÏÊ ÉÚ ŒÁÖÎÙÈ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÆÉÚÉËÉ, Á ÔÏÞÎÅÅ, ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÇÁÚÏŒ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ Œ ÓÏÓÕÄÅ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÕÐÒÕÇÉÅ ÛÁÒÉËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÍÁÓÓÙ (ÅÓÌÉ ÇÁÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ) ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÓÓ (ÅÓÌÉ ÓÏÓÕÄ ÚÁÐÏÌ- ÎÅÎ ÒÁÚÎÙÍÉ ŒÉÄÁÍÉ ÇÁÚÁ); ÜÔÉ ÛÁÒÉËÉ ÌÅÔÁÀÔ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ÎÏ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÐÒÉ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑÈ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÍÅÎÑÀÔ ÓŒÏÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÕÐÒÕÇÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÎÏŒÙÍ ÐÒÑÍÙÍ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄÕÔ ÏÞÅÒÅÄÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ. œ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ĂÐÅÒÅÍÅÛÁÀÔÓÑĄ, É ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÉÈ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ËÁÚÁÔØÓÑ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÍ, ÄÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÓÏÓÕÄÅ ŒÙÒÁŒÎÑÅÔÓÑ (ĂÚÁËÏÎ ðÁÓËÁÌÑĄ), Œ ÇÁÚÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÁÑ ĂÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁĄ (ÓÒÅÄÎÑÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÍÏÌÅËÕÌÙ), ĂÐÌÏÔÎÏÓÔØĄ ÇÁÚÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ É Ô. Ä. œÓÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ) ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÚÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ Œ ÆÉÚÉËÅ, ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÙ ÔÁËÖÅ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, Ó ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÅÅ ÍÏÄÎÏÊ (Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 50-È ÇÏÄÏŒ XX ŒÅËÁ É ÐÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ) ŒÅÔŒÉ | ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ĂÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅĄ ÇÁÚÁ ÓÏÓÔÏ- ÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ĂÄÁŒÌÅÎÉÅĄ, ĂÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁĄ, ĂÐÅÒÅ- ÍÅÛÉŒÁÎÉÅĄ É Ô. Ä., Á ÚÁÔÅÍ Œ ÓÔÒÏÇÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, Œ ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, Œ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÉ (=ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ) ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ É ÐÏÌÕÞÅ- ÎÉÉ ÎÏŒÙÈ, É Ô. Ä. œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÄÅÓÑÔËÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÔÎÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÁÎ ÍÉÒÁ. ëÌÀÞÅŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ Œ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ĂÈÁÏÓĄ (ÉÚÕÞÁÅÍÙÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ) É ĂÂÉÌÌÉÁÒÄĄ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÉÉ). úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ĂÈÁÏÓĄ É ĂÂÉÌÌÉÁÒÄĄ | ŒÚÁÉÍÏÐÒÏÎÉËÁÀÝÉÅ É ÐÅÒÅÐÌÅÔÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ: ĂÂÉÌÌÉÁÒÄĄ ÉÚÕÞÁÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ; ÜÔÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ŒÒÅÍÅÎÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙÍ ÏÔ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ, É ÔÏÇÄÁ, ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÂÙÔØ ÐÒÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÏÄÉÎ ÔÏÌØËÏ ĂÈÁÏÓĄ. ĂèÁÏÓĄ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁÑ ŒÅÝØ, É ÚÄÅÓØ ÍÙ ÚÁÔÒÏÎÅÍ ÔÏÌØËÏ ĂÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀĄ ÞÁÓÔØ ÐÏŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ | ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÉ ÛÁÒÉËÏŒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ, Ô. Å. Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ É ÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÀ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÐÒÁŒÄÁ, Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓŒÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ŒÙÐ. 5, 2001(20{54)

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ñ. ç. óÉÎÁÑ | Ï ÞÉÓÌÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ ÇÁÚÁ É ÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑÈ, É ÏÐÉÛÅÍ ÚÁÔÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÀ.

II. îÅÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÉ: ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

1. ôÒÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ, ĂÓËÏÒÏÓÔÎÏÅĄ É ÆÁÚÏŒÏÅ

éÄÅÑ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÈÏÔÑ É ÏÞÅÎØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, ÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÔÁÒÁ | ÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌ Œ ÓŒÏÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÈ ŒÅÌÉËÉÊ ÆÉÚÉË ìÀÄŒÉÇ âÏÌØÃÍÁÎ ÐÏÞÔÉ 200 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ (Œ 1872 Ç. âÏÌØÃÍÁÎ ÎÁÐÉÓÁÌ ÓŒÏÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ ĂÕÒÁŒÎÅÎÉÅ âÏÌØÃÍÁÎÁĄ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÅ ÄÁ- ŒÌÅÎÉÅ ÇÁÚÁ É ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ âÏÌØÃÍÁÎÁ k_B (ÓÍ., ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, [6])).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: n ÞÁÓÔÉÃ ÄŒÉÖÕÔÓÑ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÐÏËÁ ÞÔÏ ÂÅÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ) Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 . ëÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_i; y_i; z_i), i = 1; : : : ; n, ÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ŒÏ ŒÒÅÍÅÎÉ t. úÁÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÉ n ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÏÄÎÕ ĂÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀĄ ÔÏÞËÕ

x = (x_1; y_1; z_1; x_2; y_2; z_2; : : : ; x_n; y_n; z_n);

ÄŒÉÖÕÝÕÀÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{3n} . äŒÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ËÁ- ÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t ÉÚŒÅÓÔÎÙ ŒÓÅ ÅÅ 3n ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t | ÔÁË ÞÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ É ŒÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ x ∈ R^{3n} . á ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙ ÚÁËÏÎÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÞÁ- ÓÔÉÃ, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÉ x_i(t), y_i(t), z_i(t), ÔÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ É ÚÁËÏÎ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ĂÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊĄ ÞÁÓÔÉÃÙ x(t). œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÏÞËÏÊ x(t) ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ÚÁ ÂÏÌØ- ÛÉÍ ÞÉÓÌÏ Í ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÁ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ËÁÖÕÝÁÑÓÑ | ÕÍÅÎØÛÁÑ ÞÉ- ÓÌÏ ÞÁÓÔÉÃ ÄÏ ÏÄÎÏÊ, ÎÁÍ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ĂŒÙÓÏËÏÍÅÒÉÅĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{3n} , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x(t), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎ- ÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x(t) ÎÁ ÆÁÚÏŒÕÀ ÔÏÞËÕ z(t), ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 , ÎÏ É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÉ (v_{ix}; v_{iy} ; v_{iz} ), i = 1; 2; : : : ; n:

z(t) = (x(t); v(t)) = (x_1; y_1; z_1; : : : ; x_n; y_n; z_n; v_{1x}; v_{1y}; v_{1z} ; : : : ; v_{nx}; v_{ny}; v_{nz} ):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÁÚÏŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{6n} , ÆÁÚÏŒÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ (ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ) ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ R^3 ÃÅÌÉËÏÍ É ÐÏÌÎÏÓÔØÀ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x(t), ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÊ ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÃ | ÂÅÚ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). æÁÚÏŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ R^{3n}_x É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓËÏÒÏ- ÓÔÅÊ R^{3n}_v : R^{6n}_z = R^{3n}_x ⊕ R^{3n}_v . éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÐÒÏÝÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÏ- ÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ z(t) ÎÁ R^{3n}_x É/ÉÌÉ ÎÁ R^{3n}_v ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉ- ÓÙŒÁÔØ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ z(t) ŒÏ ŒÓÅÍ R^{6n} .

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÆÁÚÏŒÏÊ (Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ É ĂÓËÏÒÏÓÔÎÏÊĄ) ÔÏÞËÉ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Å ŒÏ ŒÓÅÍ ĂÐÕÓÔÏÍĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{6n}_z | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÍÙÅ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁËÏÎÁÍÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÑ (Œ ŒÉÄÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ) Œ R^{6n}_z (ÒÁŒÎÏ ËÁË É Œ R^{3n}_x , É Œ R^{3n}_v , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÍÁÓ- ÓÕ 1 É ÉÈ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ:

v^2_1 + v^2 + : : : + v^2_n = const ⇐⇒ v^2_{1x} + v^2_{1y} + v^2_{1z} + : : : + v^2_{nx} + v^2_{ny} + v^2_{nz} = const;

ÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞËÉ z Œ R^{6n}_z ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{3n}_v ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÊ ËÒÉŒÕÀ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ (3n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ √ const. üÔÁ ÓÆÅÒÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ z ∈ R^{6n}_z .

äÒÕÇÏÊ ŒÁÖÎÙÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÒÉÍÅÒ: ÄŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 . ëÁÖÄÙÊ ÛÁÒ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÓŒÏÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r. åÓÌÉ ÂÙ ÛÁ- ÒÙ ÂÙÌÉ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ É ÐÒÏÈÏÄÉÌÉ ÄÒÕÇ ÓËŒÏÚØ ÄÒÕÇÁ ÂÅÚ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ, ÔÏ ÉÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{3·2}_x = R^6_x . ïÄÎÁËÏ ÛÁÒÙ ÎÅÐÒÏÚÒÁÞÎÙ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ŒÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏ 2r:

(x_1 − x_2)^2 + (y_1 − y_2)^2 + (z_1 − z_2)^2 ⩾ (2r)^2 (1)

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÚÁÄÁÅÔ ŒÎÅÛÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ã Œ 6-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ 45^∘ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. (åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÅŒÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÎÁËÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÏÓÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ox_1x_2 ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ x_2 = x_1 −r É x_2 = x_1 +2r | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ, ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

òÉÓ. 1. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ã

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x ÍÏÖÅÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ Œ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^6_x | ŒÎÅ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ã. ðÏÐÁÄÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÅ ÛÁÒÏŒ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ, ĂÓËÏÒÏÓÔÎÙÍĄ É ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ Œ R^{3n}_x , R^{3n}_v ÉÌÉ R^{6n}_z . ïÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÌÑ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

2. âÉÌÌÉÁÒÄ ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ; ÐÏ- ÌÏÖÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÊ 1: ‖v‖ = ‖ ‖ dx dt ‖ ‖ = 1. åÓÌÉ Œ R^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1, ÔÏ ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÉ: ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÐÁÄÅÎÉÑ. éÌÉ ÉÎÁÞÅ: ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ v^− ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄŒÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, v^−_⊥, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, Á ŒÔÏÒÁÑ ÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ: v^−_‖ = v^− − v^−_⊥. ðÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ˝ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ v^−_‖ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÐÅÒÐÅÎÄÉ- ËÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË: v^+_‖ = v^−_‖ , v^+_⊥ = −v^−_⊥. îÏŒÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÃÙ (ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ) ÒÁŒÎÁ

v^+ = v^+_‖ + v^+_⊥ = v^−_‖ − v^−_⊥:

éÌÉ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ

v^+ = v^− − 2 · (v^−; n) · n; (2)

ÇÄÅ (·; ·) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^n , Á n | ŒÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÉ, ÏÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÁÄÁÀÝÉÊ ÌÕÞ ÓŒÅÔÁ (ÔÏÞËÁ x ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ˝) É ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÊ (ÔÏÞËÁ x ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ ˝). þÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ı (ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÂÏÌØÛÅ 2; Œ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 ÜÔÏ ÓÁÍÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^n ). œ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÔÁËÖÅ É ŒÅËÔÏÒ n ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÊ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÅÒÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ). ôÏÇÄÁ ÕÇÏÌ ÐÁÄÅÎÉÑ ¸ | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÁÄÁÀÝÉÍ ÌÕÞÏÍ ÓŒÅÔÁ É ŒÅËÔÏÒÏÍ n (ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (−v^−) É n), Á ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ˛ | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕÞÏÍ É ŒÅËÔÏÒÏÍ n (Ô. Å. ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ v^+ É n). úÁËÏÎ ÏÐÔÉËÉ ÇÌÁÓÉÔ: ¸ = ˛ (ÒÉÓ. 2). ïÎ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ⊂ R^n . ðÒÏŒÅÄÅÍ Ë S Œ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ (n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ˝ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÐÒÁŒÉÌÕ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ S. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏ- ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÌÁÄËÉÈ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n , ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅ x ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ, Á ÓÁÍÁ

òÉÓ. 2. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÚÁËÏÎ: ¸ =˛ òÉÓ. 3. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ

ÔÏÞËÁ x ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n , ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÜÔÉÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ÏÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x | (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ) ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÓÔÏÌÏÍ, Á ŒÓÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ x | ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ (ÒÉÓ. 3). óÁÍÕ ÔÏÞËÕ x ÎÁÚÏŒÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÅÊ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒ- ÎÁ 1: ‖v‖ = 1. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÅÎÏË, ÔÏ ÅÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÅÎÏË ⩽ n − 2, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ (n − 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ. íÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÃÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ), ÒÁŒÎÁ 0, É ÔÁËÉÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ | ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ÔÏÞËÉ ÉÚÌÏÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ.

3. úÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ Ï ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ ðÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1960-È ÇÏÄÏŒ ñ. ç. óÉÎÁÊ, ÚÁÎÉÍÁÑÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÁÚÁ ÍÏÌÅËÕÌ Œ ÓÏÓÕÄÅ, ÐÏÓÔÁŒÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ. ðÕÓÔØ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÇÁÚÁ (ÛÁÒÉËÉ) ÌÅÔÁÀÔ Œ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÐÕÓÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÕÐÒÕÇÏ ÓÔÁÌËÉŒÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ûÁÒÉËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ (ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÁÚ), ÉÈ ÞÉÓÌÏ | ËÏÎÅÞÎÙÍ, Á ÕÐÒÕÇÏÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÍÏÍÅÎÔ ÕÄÁÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÔÏÌËÎÕŒÛÉÈÓÑ ÛÁÒÉËÏŒ ÐÅÒÅÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍÐÕÌØÓÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ) É ÜÎÅÒÇÉÉ (ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÉÓÁÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ).

1) íÏÇÕÔ ÌÉ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÏÌ- ÇÏ? 2) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ŒÒÅÍÅÎÉ ÏËÁ- ÚÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ?

3) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ ÍÅÖÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ, ÅÓ- ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔÙ ÎÁ ÏÂÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ)?

üÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ŒÏÚÎÉËÌÉ Õ ñ. ç. óÉÎÁÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏ ŒÒÅÍÑ ÅÇÏ ÉÓ- ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÇÁÚÁ ÍÏÌÅËÕÌ É ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÍ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏ-

ÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏŒ (ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÅÉŒÁÀÝÉÍÉ ÉÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒ- ÄÁÍÉ óÉÎÁÑ, ÓÍ. ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ñ. ç. óÉÎÁÑ [8]). äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÉËÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙËÉÎÕÔÏ ÍÎÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ ÔÉÐÁ (1), ÇÄÅ ÚÎÁË ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ⩾ ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁË ⩽, (Ô. Å. ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙËÉÎÕÔÙ ÃÉÌÉÎÄÒÙ É ÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ), Á ÄŒÉÖÅ- ÎÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ v(t) ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (2). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÁÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÍÏÌÅËÕÌ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄ óÉÎÁÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÓÔÅÎËÉ ÂÉÌ- ÌÉÁÒÄÁ (ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÙËÉÎÕÔÙÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ) ĂŒÄÁŒÌÅÎÙĄ ŒÎÕÔÒØ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ | Á ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ óÉÎÁÑ.

óÄÅÌÁÅÍ ÏÇÏŒÏÒËÕ: 6-ÍÅÒÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ (1) ÚÁÄÁÅÔ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{3n} ÄÒÕÇÏÊ ÃÉÌÉÎÄÒ C = ã × R^{3n−6} , ÎÏ ÇÒÁÎÉÃÁ Õ C ÕÖÅ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÌÏÓËÁÑ, ÌÉÛØ ÐÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÁË ÞÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ÒÁÓÓÅÉŒÁÀÝÉÊ, Á ÐÏÌÕÒÁÓÓÅÉŒÁÀÝÉÊ. ïÄÎÁËÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ [8] ŒÓÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÅ Ó ĂÐÏÌÕÒÁÓÓÅÉŒÁÎÉÅÍĄ (Ô. Å. Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÕÞÁÓÔËÁÍÉ ÇÒÁÎÉÃÙ) ÔÁËÖÅ ÂÙÌÉ Ó ÕÓÐÅÈÏÍ ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÙ.

òÉÓ. 4. œÏÌÎÏŒÏÊ ÆÒÏÎÔ

ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ éÔÁË, ÇÁÚ ÍÏÌÅËÕÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ óÉÎÁÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÔÉÐÁ. úÁÞÅÍ ÖÅ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÉËÏŒ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Œ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ?

úÄÅÓØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÌÉÛØ ÏÞÅÎØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÉÄÅÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏŒ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, ÚÁ ÓËÏÂËÁÍÉ. á ÜÔÕ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÄÌÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

òÉÓ. 5. ë ŒÙŒÏÄÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ëÏÇÄÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ĂÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈĄ (ÉÌÉ ÓŒÅÔÏŒÙÈ) ÌÕÞÅÊ ÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÇÒÁÎÉ- ÃÙ, ÏÎ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ. îÏ ÅÓÌÉ ÕÞÁÓÔÏË ÇÒÁÎÉÃÙ ŒÙÐÕËÌ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ ÓŒÅÔÁ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÐÏ- ÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÅÅÔÓÑ É ŒÏÌÎÏŒÏÊ ÆÒÏÎÔ F (ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕÞÁÍ) ÂÕÄÅÔ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÒÉÓ. 4). (ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÅÉŒÁÀÝÉÍ).

ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÆÒÏÎÔÁ F ÐÒÉ ÅÇÏ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ?

ïÂÒÁÔÉÍ ŒÒÅÍÑ, Ô. Å. ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÆÒÏÎÔ F (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÕÞËÏÍ) Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ðÕÓÔØ x ∈ F É ÐÕÓÔØ ÆÒÏÎÔ F ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÔ- ÒÁÖÅÎÉÑ ŒÒÅÍÑ t_1. ôÏÇÄÁ

R(x) = t_1 + R_−; (3)

ÇÄÅ R(x) | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ Œ ÔÏÞËÅ x, t_1 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ x ÄÏ ÇÒÁ-

26 ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎ

ÎÉÃÙ, R_− | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ Œ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÐÕÞËÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ), R_+ | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ Œ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÐÕÞËÁ). éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÜÌÅÇÁÎÔÎÁÑ ÓŒÑÚØ ÒÁÄÉÕÓÏŒ R_−; R_+ É R_1: 1 R_− = 1 R_+ + 1 R_1 · 2 cos ’_1 ; (4) ÇÄÅ ’_1 | ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ; ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ë ÒÁÄÉÕÓÁÍ | ÜÔÏ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÏÞÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÒÉŒÉÚÎ ffl_± = 1=R_±, K_1 = 1=R_1:

ffl_− = ffl_+ + K_1 · 2cos ’_1 : (5)

éÚ (3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ffl(x) = 1R(x) = 1t_1 + R_− = 1 t_1 + 1 ffl_−

, ÏÔËÕÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (5),

ÎÁÈÏÄÉÍ

ffl(x) = 1 t_1 + 1 2K_1 cos ’_1 + ffl^+

: (6)

éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ (6) ÄÁÅÔ ÎÁÍ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ F ÐÏÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÙÌÏ ÄŒÁ, ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÎÑÔØ ËÒÉŒÉÚÎÕ ffl_+ = ffl^{(1)}_+ ÚÁ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ y É ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÍÅÎÑÔÓÑ Ó 1 ÎÁ 2. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (7):

ffl(x) = 1 t_1 + 1 2K_1 cos ’_1 + 1 t_1 + 1 2K_2 cos ’_2 + ffl (2) +

: (7)

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÔØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ

ffl(x) = 1 t_1 + 1 2K_1 cos ’_1 + 1 t_1 + 1 2K_2 cos ’_2 + 1 t_3 + : : :

; (8)

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÉ ÅÅ ÐÒÑÍÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ŒÏ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÎÁ ÐÏÐÁÄÅÔ Œ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ, ËÏÔÏ- ÒÏÍÕ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ffl_+ = 0. äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ffl^{(i)}_+ → 0 ÐÒÉ i → ∞, Ô. Å. ÞÔÏ ÌÕÞÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ. œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ñ. ç. óÉÎÁÑ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ-

ÂÙ ÜÔÁ ÄÒÏÂØ ÓÈÏÄÉÌÁÓØ | ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ffl(x) Œ ÔÏÞËÅ x. œ ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (Seidel { Sterne). âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ 1 a_1 + 1 a_2 + 1 a_3 + : : :

; a_i > 0; i = 1; 2; : : : ;

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∞∑ i=1 a_i = ∞:

(óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [11].)

éÔÁË, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÒÉŒÉÚÎÙ ffl(x) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ∞∑ i=1 ( t_i + 2K^icos ’_i ) = ∞:

á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∑_∞ i=1 t_i = ∞ (ÐÏÓËÏÌØËÕ 2K_i= cos ’_i > 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ, ÒÁÂÏÔÁÀÔ É Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏŒ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ i=1 t_i É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (8). œÏÔ ÐÏÞÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ŒÏÐÒÏÓ ñ. ç. óÉÎÁÑ; ÎÏ ÐÅÒŒÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ŒÏÐÒÏÓÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔŒÅÔÉŒ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÔÁËÖÅ É ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ŒÏÐÒÏÓ.

ñ. ç. óÉÎÁÊ ÐÏÓÔÁŒÉÌ É ÒÅÛÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ ÓŒÏ- ÅÊ (Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁË É ÎÅ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÏÊ) ÒÕËÏÐÉÓÉ [9]. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏŒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÛÁÒÁÍÉ Œ ÐÕÓÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÅÎØÛÅ C, ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÛÁÒÏŒ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ 2), ÉÇÒÁÀÝÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (8). üÔÏÔ ÏÔŒÅÔ ÓÔÁÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÌÀÞÅŒÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏŒ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ñ. ç. óÉÎÁÑ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÁÚÁ ÍÏÌÅËÕÌ Œ ÓÏÓÕÄÅ.

4. óÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ ðÒÉŒÅÄÅÍ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑÈ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ËÁË ĂÇÉÐÏÔÅÚÁ õÌÅÎÂÅËÁĄ. œ ÒÁÂÏÔÅ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÆÉÚÉËÏŒ (Sandri, Sullivan, Norem [18]) 1964-ÇÏ ÇÏÄÁ ÂÙÌÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÐÒÏÓÞÉÔÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ, É ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÙÈ ÉÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ É ÓËÏÒÏÓÔÑÈ ÛÁÒÏŒ, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 4: ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ, Á ÐÑÔØ É ÂÏÌØÛÅ | ÎÅ ÍÏÇÕÔ!

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÁÎÏÎÓÉÒÏŒÁÎ Œ 1964 Ç. Œ ÒÁÂÏÔÅ Thurston’Á É Sandri [19]. óÔÒÏÇÏÅ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÄÁŒÎÏ: Œ 1993 Ç. ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÅ ÈÉÍÉË T. J. Murphy É ÆÉÚÉË E. G. D. Cohen Œ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ [16] ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ 1, 2 É 3:

I. a) (12) (ÏÄÉÎÁÒÎÙÊ ÕÄÁÒ) b) (12)(23) (ÄŒÁ ÕÄÁÒÁ) c1) (12)(23)(31) (ÔÒÉ ÕÄÁÒÁ) c2) (12)(23)(12) (ÔÒÉ ÕÄÁÒÁ) d1) (12)(23)(12)(13) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ) d2) (12)(23)(13)(23) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ) É ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÙÓÌÉÍÙÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ: II. e1) (12)(23)(12)(23) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ) e2) (12)(23)(13)(12) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ) f1) (12)(23)(12)(13)(12) (ÐÑÔØ ÕÄÁÒÏŒ) f2) (12)(23)(13)(23)(12) (ÐÑÔØ ÕÄÁÒÏŒ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÕÄÁÒÁÍÉ d1) ÉÌÉ d2) ÏÞÅÎØ ÎÅÐÒÏÓÔÏ; Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÔÏÌËÎÏ- ŒÅÎÉÊ e1) É e2), Á ÔÁËÖÅ ÐÑÔÉ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ f1) É f2) ÌÅÇËÏ ŒÌÅÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ 6, 7, 8,: : : ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ (ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 6 ÕÄÁÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ f1), f2), e1), e2). T. Murphy É E. Cohen ÏÔÍÅÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÕÄÁÒÏŒ ÔÉÐÁ II Œ ÏÞÅÎØ ËÒÁÔËÏÍ ŒÉÄÅ ÂÙÌÉ ÒÁÎÅÅ ÄÁÎÙ E. Cohen’ÏÍ Œ ÒÁ- ÂÏÔÅ [14] 1966 ÇÏÄÁ, É ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ⩽ 4 ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ ŒÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ n > 3.

úÁÄÁÞÁ ÐÒÏ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ ÎÉËÅÍ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌÁÓØ.

5. ĂíÁÌÁÑĄ É ĂÂÏÌØÛÁÑĄ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç. óÉÎÁÑ

îÁÐÒÁÛÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç. óÉÎÁÑ ÏÂ ÕÐÒÕÇÏÍ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÛÁÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ r_1, r_2; : : : ; r_N É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÁÓÓ m_1; m_2; : : : ; m_N , ÌÅÔÁÀÝÉÈ É ÕÐÒÕÇÏ ÓÔÁÌËÉŒÁÀ- ÝÉÈÓÑ Œ ÐÕÓÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n , ÇÄÅ n = 1; 2; 3; : : : . üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ñ. ç. óÉÎÁÅÍ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1970-È ÇÏÄÏŒ ÎÁ ÎÁÕÞÎÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÐÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÓÉ- ÓÔÅÍÁÍ ÐÏÄ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏÍ œ. í. áÌÅËÓÅÅŒÁ É ñ. ç. óÉÎÁÑ.

éÍÅÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ĂÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÁÚÁ ÍÏÌÅËÕÌĄ (n = 1) ÏÔ ĂÍÎÏ- ÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÁÚÁĄ (n ⩾ 2): Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒ #i ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÌËÉŒÁÔØÓÑ Ó ÛÁÒÁÍÉ #(i − 1) É #(i + 1), Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÇÁÚÅ ÁÐÒÉÏÒÉ ÎÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÛÁÒÏŒ #i É #k Ó |i − k| ⩾ 2. (ôÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÌÉÛØ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÒÕÐÕÌÅÚÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÇÄÁ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ, ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÑËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÄÁÒÏŒ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÍÙ.) ïÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÛÁÒÏŒ (ŒÅÒÎÅÅ, ÓÔÒÅÖÎÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÕÐÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÒÁÄÉÕÓÙ r_i = 0), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (n = 2) ÉÌÉ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (n ⩾ 3) ÔÁËÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÁËÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ, ËÁË ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄŒÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ (ÞÁÓÔÉÃ, ÄÉÓËÏŒ ÉÌÉ ÛÁÒÏŒ), Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄŒÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄŒÕÈ ÛÁÒÏŒ: ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ Ó ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØÀ 0.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÕÔ ÏÐÉÓÁÎÙ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (a) ÓÉ- ÓÔÅÍÙ N ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ R^1 É (b) ÓÉÓÔÅÍÙ N ÄÉÓËÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÉÌÉ N ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n , n ⩾ 3. ïÎÉ ËÁÞÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ: ÅÓÌÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ (a) ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^N , ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ (b) ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{Nn} , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙËÉÎÕÔÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÚÁÍÙÓÌÏŒÁÔÁÑ ÓÉÓÔÅ- ÍÁ ÉÚ

(_n 2 ) ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ (É ÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ), ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÃÉÌÉÎÄÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂ- ÝÅÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÄÉÕÓÙ r_1; r_2; : : : ; r_N É ÍÁÓÓÙ m_1; m_2; : : : ; m_N ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x(t) ∈ R^{Nn} ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑÍÉ ÓÏ ÓÔÅÎËÁÍÉ | ÇÒÁÎÑÍÉ ÕÇÌÁ ÉÌÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁÍÉ | ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÙÈ (ËÁË ÜÔÏ É ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ), ÎÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÕÖÅ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ!

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÄÅÌÁŒ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ! | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{Nn} , ñ. ç. óÉÎÁÊ ÓÕÍÅÌ ÓŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x(t) Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÎÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ x̃(t) Œ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏŒ É ÍÁÓÓ ÔÁËÖÅ ÓŒÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÑ ñ. ç. óÉÎÁÊ ÓÄÅÌÁÌ ÄŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄÏÐÕÝÅÎÉÑ: Œ ÚÁ- ÄÁÞÅ (a) ÐÒÏ ÞÁÓÔÉÃÙ ÏÎ ÏÔËÁÚÁÌÓÑ ÏÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÂÉÌÌÉÁÒÄ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^N , Á Œ ÚÁÄÁÞÅ (b) ÏÎ ÚÁÍÅÎÉÌ ÃÉÌÉÎÄÒÙ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ Œ R^K (ÇÄÅ K ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏ nN) Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÇÒÁÎÉÃÙ ÔÅÌ ÇÌÁÄËÉÅ É ŒÓÅ ÜÔÉ ÔÅÌÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ z(t) ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃ ÜÔÉÈ ÔÅÌ (ÓÔÅ- ÎÏË) ÐÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ. ïÔÌÉÞÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (a) ÏÔ (b) Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÚÁÄÁÞÅ (a) ÔÁËÉÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÔÅÌÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, Á Œ ÚÁÄÁÞÅ (b) Õ ÓÔÅÎÏË ÉÍÅÀÔÓÑ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÚÄÁÀÔ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÎÉÈ, É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ. úÁÄÁÞÕ (b) ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄ Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ, ÎÏ ÓÏ ĂŒÄÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ŒÎÕÔÒØĄ ÓÔÅÎËÁÍÉ (ÒÉÓ. 6). ñ ÎÁÚŒÁÌ ÚÁÄÁÞÉ (a) É (b) ĂÍÁÌÏÊĄ É ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ | Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ Œ ÕÇÌÅ, ÔÏÌØËÏ Œ ĂÍÁÌÏÊĄ ÚÁÄÁÞÅ ÕÇÏÌ ÜÔÏÔ | ÏÂÙÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ, Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ, Á Œ ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÚÁÄÁÞÅ ÇÒÁÎÉ | ÓÔÅÎËÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ | ŒÙÐÕËÌÙ ŒÎÕÔÒØ ÎÅÇÏ, É ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ (ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ ÓÔÅÎÏË) ÓÏÚÄÁÅÔ ĂÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅĄ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÉ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁ- ÄÁÞ ñ. ç. óÉÎÁÑ.

ĂíÁÌÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÏÍ ÕÇÌÅ Œ R^n Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1, n = 2 n = 2

n ⩾ 3 n ⩾ 3

(a) (b)

òÉÓ. 6. ĂíÁÌÁÑĄ (a) É ĂÂÏÌØÛÁÑĄ (b) ÚÁÄÁÞÉ óÉÎÁÑ

ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ | ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÃÙ (ÒÉÓ. 6a).

ĂâÏÌØÛÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ĂËÒÉŒÏ- ÌÉÎÅÊÎÏÍĄ ÕÇÌÅ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ŒÎÕÔÒØ ÕÇÌÁ (ÓÔÅÎËÉ | ÇÒÁÎÉ- ÃÙ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ) ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÊ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÍÙÈ ÎÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÞÁÓÔÉÃÕ (ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ).

ðÏÄ ĂÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁĄ ñ. ç. óÉÎÁÊ ÉÍÅÌ Œ ŒÉÄÕ ÐÏÈÏÖÅÓÔØ ÅÇÏ ÎÁ ĂÐÌÏÓËÉÊĄ ÕÇÏÌ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÇÒÁÎÉ ËÒÉ- ŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÊ.

6. úÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ Ï ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÍÉ ĂÍÁÌÏÊĄ É ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ñ. ç. óÉÎÁÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌ É ÉÈ ĂÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅĄ ÁÎÁÌÏÇÉ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÞÁÓÔÉÃÁÈ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌË- ÎÏŒÅÎÉÊ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ N ÞÁÓÔÉÃ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÁÓÓ m_1; : : : ; m_N , ÄŒÉÖÕÝÉÈÓÑ ÎÁ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (i) ËÏÎÅÞÎÏ É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ C_1 = C_1(m_1; : : : ; m_N ), ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÁÓÓ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÊ ÞÁÓÔÉÃ É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. œÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ C_1 = C_1(m_1; : : : ; m_N ).

úÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ N ÛÁ- ÒÏŒ (N ÄÉÓËÏŒ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ r_1; : : : ; r_N

É ÍÁÓÓ m_1; : : : ; m_N , ÓÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n (n ⩾ 2), (i) ËÏÎÅÞÎÏ É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2 = C_2(r_1; : : : ; r_N ; m_1; : : : ; m_N ), ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÏŒ É ÍÁÓÓ ÛÁÒÏŒ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÛÁ- ÒÏŒ É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. œÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ C_2 = C_2(r_1; : : : ; r_N ; m_1; : : : ; m_N ).

âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç. óÉÎÁÑ É ÅÇÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉÃÁÈ É ÛÁÒÁÈ ÐÒÉŒÌÅ- ËÌÉ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ; ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÎÑÌÏ ÐÏÞÔÉ ÔÒÉÄÃÁÔØ ÌÅÔ | Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 1970-È ÇÏÄÏŒ É ÄÏ ËÏÎÃÁ XX ŒÅËÁ.

7. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ

7.1. ĂíÁÌÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ ĂíÁÌÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ É ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. ðÅÒŒÙÍ ÅÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÌ Œ 1978 Ç. ÓÁÍ ñ. ç. óÉÎÁÊ Œ ÒÁÂÏÔÅ [10], ÄÏËÁÚÁŒ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ C_1 ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÑŒÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÕÖÅ Œ ÅÇÏ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÏÊ ÒÕËÏÐÉÓÉ [9] Ï ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ. œ ÜÔÏÊ ÒÕËÏÐÉÓÉ, ÐÏÍÉÍÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÎËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ: ĂÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑĄ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ q ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒ- ÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÎËÉ ŒÙÐÕËÌÙ ŒÎÕÔÒØ ÓÔÏÌÁ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6b), É Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ | Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÅÅ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_q | ŒÓÔÁŒÉÔØ ÐÌÏÓËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6a) Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ q (ÔÏÞÎÅÅ | ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ), ÔÏ ÔÏÞËÁ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÒÁÑ. ôÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ q ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ

Q_q = {e ∈ R^n | ∀ i (e; n_i) > 0} (9)

ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÚÄÅÓØ n_1; : : : ; n_k | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌÅÊ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ Œ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ q, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÅ ŒÎÕÔÒØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ. îÁ ÒÉÓ. 7a) ÕËÁÚÁÎÁ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ q | ŒÅÒÛÉÎÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÊ (Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_q) ŒÓÔÁŒÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ

a) ïÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ q b) q_2; q_3; q_4 | ÏÔËÒÙÔÙÅ, q_1; q_5 | ÎÅÏÔ- ËÒÙÔÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ

òÉÓ. 7.

ÐÌÏÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ïÔËÒÙÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÒÁÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÏÞ- ËÉ q_2; q_3 É q_4 ÐÌÏÓËÏÇÏ ĂÂÉÌÌÉÁÒÄÁ óÉÎÁÑĄ ÎÁ ÒÉÓ. 7b), Á ŒÅÒÛÉÎÙ q_1 É q_5 ÔÏÇÏ ÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÎÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ. éÄÅÑ ñ. ç. óÉÎÁÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÐÌÏÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ q ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1, ÔÏ Œ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÏÍ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÏÊ q, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ ĂŒÄÁŒÌÉŒÁÎÉÅÍĄ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ŒÎÕÔÒØ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ) ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ kC_1, ÇÄÅ k ⩾ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÄÁŒÌÅÎÎÙÅ ŒÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÌÉÛØ ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ, ÌÉÂÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÒÁÚ. ïÄÎÁËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÉÄÅÉ ÎÁ- ÓÔÏÌØËÏ ŒÅÌÉËÉ (ÏÎÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÐÏÞÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÔÅÎÏË), ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÏŒÅÄÅÎÏ Œ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÄÏ ËÏÎÃÁ. (ï ÒÅÛÅÎÉÉ ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÚÁÄÁÞÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ.)

äÒÕÇÉÅ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ĂÍÁÌÏÊĄ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÑŒÉÌÉÓØ ÐÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ñ. ç. óÉÎÁÑ Ó ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÒÙŒÁÍÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ 10 ÌÅÔ.

œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎÙÍ Œ 1986 Ç., ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÏ Œ ËÎÉ- ÇÅ [3]. ëÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ ñ. _ç. óÉÎÁÑ, ÏÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ŒÏŒÌÅËÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ôÒÅÔØÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ í. â. óÅŒÒÀËÏÍ Œ [7]. ïÎÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ: ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ Œ R^n ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n − 1) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ É ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÔÒÁ- ÖÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ. ôÅÏÒÅÍÁ óÉÎÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

7.2. úÁÄÁÞÁ Ï ÞÁÓÔÉÃÁÈ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉÃÁÈ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ĂÍÁÌÏÊĄ ÚÁÄÁÞÉ óÉÎÁÑ: ÄŒÉÖÅÎÉÅ n ÞÁÓÔÉÃ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÂÉÌ- ÌÉÁÒÄÎÙÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ (Ó ÐÌÏÓ- ËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ) Œ R^n . åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉÃÁÈ.

œ ÓÔÁÔØÅ Ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎÁ [1], ÐÏÑŒÉŒÛÅÊÓÑ Œ 1978 Ç. ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÁÂÏ- ÔÏÊ [10], ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÄÒÕÇÏÅ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ ÕÐÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ | ÎÏ ÂÅÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÏ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÃÅÎËÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ- ÄÁÞÉ (i). ðÏÌÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉ (ii) ÂÙÌÏ ŒÐÅÒŒÙÅ ÄÁÎÏ ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎÙÍ Œ ÒÁÂÏÔÅ [2, ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1], ÇÄÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÑŒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1(m_1; : : : ; m_n):

C_1(m_1; : : : ; m_n) = 2 · ( 8n^2(n − 1) m^{max}m_{min} )_{n−2} ; (10)

ÚÄÅÓØ m_{max} | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ, Á m_{min} | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÍÁÓÓ m_1; : : : ; m_n.

äÒÕÇÏÅ, ÐÏÌÕÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ { ÐÏÌÕÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÌ Œ 1992 Ç.

í. â. óÅŒÒÀË Œ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ ŒÙÛÅ ÒÁÂÏÔÅ [7]. œ ÎÅÍ ÏÎ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ĂÓËÏÒÏÓÔÎÏÅĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÓŒÏÀ ÉÄÅÀ ÏÂ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉÃ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉÃ m_1; m_2; m_3 ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÝÅÊ ÏÃÅÎËÉ (10) ÔÏÞÎÁ:

C_1(m_1; m_2; m_3) = ⌈ ı arccos √ m_1m_3 (m_1 + m_2)(m_2 + m_3) ⌉ (11)

(ÚÄÅÓØ ⌈x⌉ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÅ x). ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉ- ÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ {m_1; m_2; m_3} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Œ R^3 ,

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ¸ = arccos √( 1 + m^2m_1 ) ( 1 + m^2m_3 ) , Á ÞÉÓÌÏ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÎÙÈ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÐÌÏÓËÏÍ ÕÇÌÅ ¸ ŒÓÅÇÄÁ ⩽ ⌈ı=¸⌉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÒÁÚÄÅÌ III).

7.3. ĂâÏÌØÛÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ, ÞÁÓÔØ (i) åÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ ĂÍÁÌÏÊĄ ÚÁÄÁÞÉ, ÂÙÌÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÁÍÉ, ÏÄÎÁËÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ĂÍÁÌÏÊĄ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ. ì. î. œÁÓ- ÓÅÒÛÔÅÊÎ É ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎ Œ 1978 { 1979 ÇÇ. ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌÉ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÓÉ- ÓÔÅÍ ÞÁÓÔÉÃ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ: (a) ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÈÓÑ É (b) ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÎÉ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÑ É ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ĂÌÅŒÙÈĄ É ĂÐÒÁŒÙÈĄ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ (ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ) ŒÉÄÁ lim ´śt ), Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÓÐÁÄÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (b) ÎÁ ÎÅŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÒÅÍÅÎÉ ÇÒÕÐÐÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ËÌÁÓÔÅÒÙ). üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÏÓÔÁŒÉÌÉ ÐÅÒŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÔÁÔÅÊ [20] É [2].

œÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÅÊ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁ- ÒÏŒ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔŒÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏŒ ÎÁ ŒÓÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ [0; +∞). äÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Œ ÏÂÅÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÈÏÖÉ É ÏÓÎÏŒÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ!) ÉÄÅÑÈ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÛÁÒÁÈ ÄÁÌ Œ 1990 Ç. ËÁ- ÎÁÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË R. Illner, ÕÐÒÏÓÔÉŒÛÉÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ì. î. œÁÓÓÅÒÛÔÅÊÎÁ.

7.4. ĂâÏÌØÛÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ, ÞÁÓÔØ (ii) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ (ii) Œ ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÓÌÏŒÁ ĂÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÀ ÕÇÌÁĄ Œ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ s_1 É s_2 ŒÙÐÕËÌÙ ÎÁŒÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ t (ÒÉÓ. 8). åÓÌÉ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÞÁÓÔÉÃÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ t, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ s_1 É s_2, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÁÓ- ÓÅÒÛÔÅÊÎÁ { çÁÌØÐÅÒÉÎÁ { éÌÌÎÅÒÁ, ÂÕÄÅÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ, òÉÓ. 8. îÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÕÄÁÒÏŒ Œ ĂÎÕÌÅŒÏÍĄ ÕÇÌÅ ÄÌÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ

ÕÄÁÌÑÑÓØ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎÙ q É ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÓÏÕÄÁÒÑÑÓØ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ. ïÄÎÁËÏ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ t ÍÙ ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÞÁÓÔÉÃÕ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏ- ÎÁÍÉ ÕÇÌÁ ÏÎÁ ÓÏŒÅÒÛÉÔ, É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ∞ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ë t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ (ii) Œ ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ĂÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁĄ. œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ, Ô. Å. ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ t_1 É t_2 Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ s_1 É s_2 Œ ŒÅÒÛÉÎÅ q ÄÏÌÖ- ÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÔÏÇÄÁ ∠t_1t_2 = ¸ ≠ 0. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÄÌÑ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ- ÕÄÁÒÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ < ⌈ı=¸⌉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ III, õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ). œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁĄ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÔËÒÙ- ÔÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ËÒÁÑ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (9) É ÒÉÓ. 7) ÉÌÉ ÐÏÈÏÖÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ. íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ŒÙÛÅ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ĂÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑĄ Œ ÐÒÑÍÏÍ ŒÉÄÅ ŒÅÄÅÔ Ë ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍ, ÞÔÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ.

îÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÄÒÕ- ÇÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ Ăd=C-ÂÌÉ- ÚÏÓÔØĄ, ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ ä. âÕÒÁÇÏ, ó. æÅÒÌÅÇÅÒÏÍ É á. ëÁÎÏÎÅÎËÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ [12].

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C > 0 É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ y ŒÎÕÔÒÉ ËÒÉŒÏÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ŒÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ dist(y; W_k), ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÅ dist(y;

⋂_N k=1 W_k) = dist(y; q) ÏÔ y ÄÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ q (Ô. Å. ÄÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÔÅÎÏË), ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÅÍ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ȷ_k = dist(y; W_k)= dist(y; q), k = 1; : : : ; N. ëÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C > 0 ÉÌÉ ó-ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; N É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ȷ_k(y) ⩾ C. ðÒÏÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ y d-ÂÌÉÚËÁ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÔÅÎËÁÍ W_1; : : : ; W_n (Ô. Å. ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ⩽ d ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÎËÉ), ÔÏ ÏÎÁ dC -ÂÌÉÚËÁ Ë ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÓÔÅÎÏË (ÒÉÓ. 9). ëÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ‹ > 0 É C > 0, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ‹ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ‹-ÛÁÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ C-ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

ïÓÎÏŒÙŒÁÑÓØ ÎÁ ÔÁËÏÍ, ĂÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÕÇÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ óÉÎÁÑ, ÁŒÔÏ- ÒÙ ÓÔÁÔØÉ [12] ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2, ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ Œ ĂÂÏÌØÛÏÊĄ ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ, (ii).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ë ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁ- ÒÏŒ, ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉ Œ [12] ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ ÍÅÖmin { d_1

d ; : : : ;

d_N d } ⩾ C

òÉÓ. 9. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÕÇÌÁ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

ÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ:

C_2(r_1; : : : ; r_N ; m_1; : : : ; m_N ) = ( 32 √ mmax m_{min} · rmax r_{min} · N 3=2 )_N 2 : (12)

ðÏÚÄÎÅÅ, Œ ÒÁÂÏÔÅ [13], ÁŒÔÏÒÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁ- ÄÉÕÓÁÍÉ. ïÎÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÄÉÕÓÁÈ ÛÁÒÏŒ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏŒ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2 = C_2(m_1; : : : ; m_n), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÛÁÒÏŒ, Á ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÈ ÍÁÓÓ:

C_2(m_1; : : : ; m_N ) = ( 400N^2 · m^{max}m_{min}

)_{2N} 4 : (13)

üÔÉÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÍÉ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ñ. ç. óÉÎÁÑ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏŒ Œ ÓÏÓÕÄÁÈ Ó ĂŒÄÁŒÌÅÎÎÙÍÉĄ ŒÎÕÔÒØ É ÐÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ.

III. ëÒÁÔËÉÅ ÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ, ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÞÁÓÔÉÃ É ÛÁÒÏŒ ÐÏÓÌÅ ÉÈ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ. úÁÔÅÍ ÄÁÄÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÎ- ÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ É ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÒÅÄÕËÃÉÀ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ É ÓŒÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÞÁÓÔÉÃÙ É ÛÁ- ÒÙ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ óÉÎÁÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÄÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÔÅÏÒÅÍ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÌÉ Œ ÞÁÓÔÉ II.

A. íÏÄÅÌØ ÕÄÁÒÁ

åÓÌÉ m_1; m_2 | ÍÁÓÓÙ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, v_1; v_2 | ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏ ÕÄÁÒÁ, Á u_1; u_2 | ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ, ÔÏ u_1 É u_2 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍÐÕÌØÓÁ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

ÜÎÅÒÇÉÉ:

m_1u_1 + m_2u_2 = m_1v_1 + m_2v_2 = const_1 ; m_1u^2_1 2 + m_2u^2 2 = m_1v^2_1 2 + m_2v^2 2 = const^2 :

(14)

òÉÓ. 10. óÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÛÁÒÏŒ äÌÑ ÛÁÒÏŒ, ÄŒÉÖÕÝÉÈÓÑ ÄÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v_1 É v_2, Á ÐÏÓÌÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ | ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v_1 É v_2, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ËÁÖÄÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ v_i ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ: ÓËÏÒÏÓÔÉ v_{i;} ŒÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ ÃÅÎÔÒÏŒ O_1O_2 É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ v_{i;⊥} (i = 1; 2), ÔÁË ÞÔÏ v_{i;} | ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ v ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ O_1O_2, Á v_{i;⊥} = v − v_{i;} (ÒÉÓ 10). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÙ ŒÄÏÌØ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ O_1O_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÓÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÅ- ÓÑ ÞÁÓÔÉÃÙ, ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ v_{1;} É v_{2;} ÆÏÒÍÕÌÙ (14), ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÎÏŒÙÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÉÃ v_{1;} É v_{2;}, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÁÊÔÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ:

v_1 = v_{1;} + v_{1;⊥}; v_2 = v_{2;} + v_{2;⊥}: (15)

éÔÁË, ÐÅÒÅÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÛÁÒÏŒ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ŒÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ ÃÅÎ- ÔÒÏŒ, Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. îÉËÁËÏÇÏ ÚÁËÒÕÞÉ- ŒÁÎÉÑ ÛÁÒÏŒ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÛÁÒÙ, ËÁË ĂÒÁÓÐÕÈÛÉÅĄ ÞÁÓÔÉÃÙ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÀ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏŒ ÎÁ ÂÉÌÌÉ- ÁÒÄÎÏÍ ÓÔÏÌÅ ÓÏÐÕÔÓÔŒÕÅÔ ŒÒÁÝÅÎÉÅ, ÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÒÅÎÉÑ. âÅÚ ÔÒÅÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, É ÍÙ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ Œ ÒÁÓÞÅÔ Œ ÎÁÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒÃÉÉ ÛÁÒÏŒ.)

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÛÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÍÁÓÓÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÄÉÎ ÛÁÒ ÐÏËÏ- ÉÔÓÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÕÄÁÒÅ (ŒÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ O_1O_2) ÎÁÌÅÔÅŒÛÉÊ ÛÁÒ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, Á ÐÏËÏÑÝÉÊÓÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÎÁÌÅÔÅŒÛÅÇÏ; ÄÅÌÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË, ÂÕÄÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÒ ÐÒÏÛÅÌ ÓËŒÏÚØ ŒÔÏÒÏÊ É ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂ- ÍÅÎÑÌÉÓØ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ðÒÉ ÎÅÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÕÄÁÒÅ ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ v_{1;}, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÛÁÒÙ ÒÁÚÌÅÔÁÀÔÓÑ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁ- ÇÏÒÁ) ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 90^∘. äÌÑ ÛÁÒÏŒ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÓ ËÁÒÔÉÎÁ ÒÁÚÌÅÔÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.

B. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ðÕÓÔØ x_1 ⩽ x_2 ⩽ x_3 ⩽ : : : ⩽ x_N | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉÃ Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m_1; m_2, m_3; : : : ; m_N , ÓÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (14). ëÏÎ- ÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x = (x_1; : : : ; x_N ) ∈ R^N ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÍÅÖÄÕ ÓÏÕÄÁ- ÒÅÎÉÑÍÉ ÞÁÓÔÉÃ É ÍÅÎÑÅÔ ÓŒÏÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÁÓÔÉÃÙ m_i É m_{i+1} ÓÔÁÌËÉŒÁÀÔÓÑ. œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ x_i = x_{i+1}, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄŒÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÔÂÒÏÓÉÍ). õÒÁŒÎÅÎÉÅ x_i = x_{i+1} ÚÁÄÁÅÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝_i Œ R^N ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x ËÁË-ÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m_i = m_{i+1}, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ, ÎÏ ÐÒÉ m_i ≠ m_{i+1} ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. ðÌÏÓËÏÓÔÉ ˝_1; : : : ; ˝_{N−1} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÅÎËÉ (N − 1)-ÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Œ R^N (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ R^3 ÜÔÏ ÄŒÕÇÒÁÎ- ÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÓÍ. ÒÉÓ. 11), Á ÞÁÓÔØ Q ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^N , ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ òÉÓ. 11. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Q ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ | ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ x_1 ⩽ x_2 ⩽ : : : ⩽ x_N Œ R^N

x_1 ⩽ x_2 ⩽ : : : ⩽ x_N | ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ïÎ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Q ⊂ R^N ÓÉÓÔÅÍÙ N ÞÁÓÔÉÃ.

C. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÛÁÒÏŒ

ðÕÓÔØ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÏŒ r_1 É r_2 ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n , ÔÏÇÄÁ

(x_1 − y_1)^2 + (x_2 − y_2)^2 + : : : + (x_n − y_n)^2 = (r_1 + r_2)^2; (16)

ÇÄÅ O_1 = (x_1; : : : ; x_n) É O_2 = (y_1; : : : ; y_n) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÏŒ ÛÁÒÏŒ Œ ÍÏ- ÍÅÎÔ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (16) ÚÁÄÁÅÔ (2n − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ã Œ R^{2n} . åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (16) ÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ <, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÏŒ Œ R^n É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ (x_1; : : : ; x_n; y_!; : : : ; y_n) ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ã. ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ã, ÞÔÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÀ ÛÁÒÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÔÁÀÔ ŒÎÅ ÃÉ- ÌÉÎÄÒÁ | ÔÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (16) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ >, É ÛÁÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ N ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n , É ÐÕÓÔØ ÛÁÒÙ #i É #k ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ. äÌÑ ÎÉÈ ÔÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (16) (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏ ŒÓÅÍ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x ÎÁÄÏ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÉÎÄÅËÓ i, ËÏ ŒÓÅÍ y | ÉÎÄÅËÓ k, Á r_1; r_2 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ r_i; r_k), Á ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏŒ | ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ >. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{Nn} , ÌÅÖÁÝÕÀ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

C_{ij} = ã_{ij} × R^{nN−2n} : (17)

C_{ij} | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÃÉÌÉÎÄÒ, ÎÏ ÕÖÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{nN} , É Õ ÎÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ Œ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R^{2n} , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ ÃÉÌÉÎÄÒ ã, ÐÌÏÓËÁÑ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÃÉÌÉÎÄÒ C_{ij} ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÄÏÌØ ÃÉÌÉÎ- ÄÒÁ ã_{ij} .

òÉÓ. 12. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÛÁÒÏŒ Q ⊂ R^{nN}

ôÏÞËÁ x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ŒÎÕÔÒÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ C_{ij} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒÙ ÎÅÐÒÏÚÒÁÞ- ÎÙ. ôÁË ÞÔÏ x ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ŒÓÅÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÏ

(_N 2 ) =^{N(N−1)}_2 , É ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Q ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ R^{nN} Ó ŒÙËÉÎÕÔÙÍÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ (17):

Q = R^{nN} − ( ⋃ i≠j

(int C_{ij} ) ) : (18)

œÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ C_{ij} | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, É ÞÔÏ ⋂ i≠j

(int C_{ij} ) ≠ ∅: (19)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÔÁËÏÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÒÏŒ ÐÒÏÎÉËÌÉ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ R^n , ÔÏ ÉÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ Œ R^{nN} , ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ int C_{ij} . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏÍ (ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ).

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Q | ËÒÉŒÏ- ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (Œ ÓÉÌÕ (19)), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ ÓÔÅÎËÉ ĂŒÄÁŒÌÅÎÙ ŒÎÕÔÒØĄ Q (ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ÃÉÌÉÎÄÒÙ | ŒÙÐÕËÌÙ). ïÄÎÁËÏ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x Œ Q ⊂ R^{nN} ÂÕÄÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ m_i = m_j , É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏŒÙÍ ÐÒÉ m_i ≠ m_j (ÒÉÓ. 12).

D. òÅÄÕËÃÉÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Q ⊂ R^{nN} (ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉ n = 1, ÉÌÉ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ). óÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{nN} , ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÐÏÄŒÅÒÇÎÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÙÊ ÕÇÏÌ Q, ÔÁË É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x:

~x_i = √ m_i · x_i; i = 1; : : : ; nN: (20) éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÁÔÒÉÃÁ A ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ, Ó ÞÉÓÌÁÍÉ √ m_1; : : : ; √ m_N ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: A = diag( √ m_1; : : : ; √ m_N ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÄŒÅÒÇÎÅÔÓÑ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ:

~v_i = d~x^idt = √ m_i dx^idt = √ m_iv_i: (21)

œÙÂÒÁŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ËÉ- ÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ (ÉÌÉ ÞÁÓÔÉÃ ÐÒÉ n = 1) ÒÁŒÎÁ E = 1=2. ôÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ v(t) = ( √ m_1~v_1(t); : : : ; √ m_N~v_N (t)) = (~v_1(t); : : : ; ~v_{nN} (t)) ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎ- ÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x_1; : : : ; x_{nN} ) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ 1:

|v(t)|^2 = Nn∑ i=1 |~v_i(t)|^2 = 2E = 1: (22)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ v(t) ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁŒÎÁ 1. úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍÐÕÌØÓÁ (14) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ

m_1v_1 + m_2v_2 = √ m_1 ~v_1 + √ m_2 ~v_2 = (√ m_1 √ m_2 ) · ( ~v_1 ~v_2 ) = |~m| · |−→~v | · cos ’ = const;

(23)

ÇÄÅ ~m = (√ m_1 √ m_2 ) , −→~v = ( ~v_1 ~v_2 ) , Á ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ~m É −→~v . òÁÓÓÍÁÔÒÉ-

ŒÁÑ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÄŒÕÈ ÛÁÒÏŒ, #1 É #2, É ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |−→~v | = 1, |~m| = const_1, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (23) ÕÔŒÅÒÖÄÁ- ÅÔ: ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ. úÎÁÞÉÔ, cos ’ = const_2, Á ÔÁË ËÁË ÕÇÏÌ ’ ÄÏÌÖÅÎ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x̃ ÏÔÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ Q ÐÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. Œ [2, Ó. 164{165]). òÅÄÕËÃÉÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ ÚÁŒÅÒÛÅÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ËÒÁÔËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÄÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ.

1. ĂíÁÌÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Œ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ Œ R^n ËÏÎÅÞÎÏ; ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C_1, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÓÌÅ- ÄÕÑ [3]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^{n−1} ⊂ R^n Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ q ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ É ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ q (ÓÍ. ÒÉÓ. 13a). ðÏÌÕÞÉÍ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ⊂ S^{n−1}. ðÒÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ‚ ÞÁÓÔÉÃÙ x Œ ÕÇÌÅ ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÔÒÁ- ÅËÔÏÒÉÀ —‚ ÐÒÏÅËÃÉÉ x Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ P (Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ). œÙÐÒÑÍÉÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ‚ Œ R^n , ÏÔÒÁÖÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÕÇÏÌ Q ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ‚ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ x, ÄŒÉÖÕ- ÝÁÑÓÑ ŒÄÏÌØ ‚. ðÏÌÕÞÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ‘ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ; ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ | ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ı (ÓÍ. ÒÉÓ. 13b). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ —‚ ÞÁÓÔÉÃÙ —x Œ P ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÒÁŒÎÕÀ ı.

a) b) c)

òÉÓ. 13. a) ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ Q → P; b) ðÒÏÅËÃÉÑ ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÎÏÊ ÔÒÁÅË- ÔÏÒÉÉ ÎÁ S^{n−1}; c) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ —‚ Œ P

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ Q ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 13c) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ P, ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2 (Ô. Å. ŒÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ É Ô. Ä., ÄÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n−2). œÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ —‚ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÇÌÁ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ n, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁ- ÓÔÉÃÙ x, ÐÏËÁ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. õÂÅÒÅÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ; ÔÏ- ÇÄÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÇÒÁÎÅÊ P ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÂÕÄÅÔ ÎÅÓŒÑÚÎÏ (ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÕÓËÏŒ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ), ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÁËÉÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÏÔÄÅÌÅÎÏ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P É ÞÉÓÌÁ ". óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉÃÁ —x ÍÏÖÅÔ ÐÏÂÙŒÁÔØ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ⌈ı=C⌉ ÒÁÚ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ —‚ ÒÁŒÎÁ ı.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉÃÁ x ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P. úÎÁÞÉÔ, É ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÃÙ —x Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C_1, ÐÒÉÞÅÍ C_1 ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ Q. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÒÁÂÏÔÅ ñ. ç. óÉÎÁÑ [10] ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ | ÑŒÎÏ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÅÅ ÐÒÅŒÚÏÊÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ í. â. óÅŒÒÀËÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ Œ ÅÇÏ ÌÅÍÍÅ (ÓÍ. II, 7.1), ÂÅÒÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÃÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ Q (ÒÉÓ. 14).

ðÕÓÔØ O | ŒÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ Q, −→OA = v^− É −→OB = v^+, F | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ. ôÁË ËÁË ∠AO˝ = ∠BO˝ (v^+ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ v^− ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝), ÔÏ ∠AOF > ∠BOF , ÐÏÜÔÏÍÕ f(B) = (−→OF ; −→OB) = |−→OF |·|−→OB| cos ∠BOF > |−→OF |·|−→OA| cos ∠AOF = (−→OF ; −→OA) = f(A), É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ f ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÉ ÕÇÌÁ Q. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ óÅŒÒÀËÁ, ÔÁËÏÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ òÉÓ. 14. æÕÎËÃÉÑ f(x) = (−−→OX; −→OF ) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ: f(B) > > f(A)

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ (ÐÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÏÊ C_1, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ Q.

2. þÁÓÔÉÃÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ôÅÏÒÅÍÁ 2. (a) íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉÃ m_1; m_2, m_3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (11).

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉÃ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏ. (Ó) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉÃ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C_1(m_1; : : : ; m_n) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (10).

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. (a) ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N(¸) ÏÔ- ÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÕÇÌÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ ⌈ı¸⌉, ÅÓÌÉ ı=¸ =∈ Z, É ÒÁŒÎÏ ı=¸, ÅÓÌÉ ı=¸ ∈ Z (ÒÉÓ. 15). ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉÃ | ÜÔÏ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Q = {(x_1; x_2; x_3) ∈ R^3 | x_1 ⩽ x_2 ⩽ x_3}, ÉÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A = diag( √ m_1; √ m_2; √ m_3), ÄŒÕ-

ÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ~Q = {(x̃_1; x̃_2; x̃_3) ∈ R^3 | x̃^1√m_1 ⩽ x̃^2√m_2 ⩽ x̃^3√m_3 }, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ —‚ | ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ¸ ÜÔÏÇÏ ÄŒÕÇÒÁÎÎÏ- ÇÏ ÕÇÌÁ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ n_1 = (1= √ m_1; −1= √ m_2; 0) É

òÉÓ. 15. œÙÐÒÑÍÌÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Œ ÕÇÌÅ ¸ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N(¸) < <^ß_ff + 1 n_2 = (0; −1= √ m_2; −1= √ m_3) Ë ÅÇÏ ÇÒÁÎÑÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11). ðÏÜÔÏÍÕ

¸ = arccos

(n_1; n_2) |n_1| · |n_2| = arccos

1=m_2 √ 1 m_1 + 1 m_2 √ 1 m_2 + 1 m_3 :

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ —‚ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÕÀ ÇÒÁÎÑÍ ÕÇÌÁ —Q, ÔÁËÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ Œ ÐÌÏÓËÏÍ ÕÇÌÅ ¸. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ⌈ı=¸⌉ = C_1(m_1; m_2; m_3), ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÓÐÒÁŒÁ ŒÚÑÔÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (11). åÓÌÉ m_1 = m_2 = m_3 = m, ÐÏÌÕÞÁÅÍ C_1(m_1; m_2; m_3) = 3, ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÌÑ ÒÁŒÎÙÈ ÍÁÓÓ.

(b) ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉÃ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ) ÄÏËÁÖÅÍ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÞÁÓÔÉÃ. äÌÑ n = 3 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÕÎËÔÅ (a).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ c n ⩾ 4 ÞÁÓÔÉÃÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÞÁÓÔÉÃÙ i É i + 1 ÓÔÁÌËÉŒÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ; ÔÏÇÄÁ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t_0 ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÐÒÅËÒÁ- ÝÁÀÔÓÑ, É ŒÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÎÅŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ: I = ÞÁÓÔÉÃÙ (1; 2; : : : ; i) É II = ÞÁÓÔÉÃÙ (i + 1; i + 2; : : : ; n). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ I É II ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ É ŒÏ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ I ∪ II ÉÚ n ÞÁÓÔÉÃ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉÃÙ i É i + 1 Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ ÞÁÓÔÉÃÙ ÓÌÅŒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÍÐÕÌØÓ, Á ÏÔ ÞÁÓÔÉÃÙ ÓÐÒÁ- ŒÁ | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. óÁÍÁÑ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ #n ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÉÍÐÕÌØÓ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÉÍÐÕÌØÓ p_n(t) = m_nv_n(t) ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÕÄÁÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÃÙ v_n(t) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ m_nv^2_n ⩽ 2E, ÇÄÅ E | ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ p_n(t) ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ p_n = lim_{t→∞} p_n(t).

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÁÓÔÉÃ (#(n − 1); #n), ÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏ- ÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÐÕÌØÓ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÁÑ ÐÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÐÏÔÏÍÕ Õ ÎÅÅ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ É Õ ÆÕÎËÃÉÉ p_{n−1}(t) = m_{n−1}v_{n−1}(t) | ÉÍÐÕÌØÓÁ ÞÁÓÔÉÃÙ #(n − 1): p_{n−1} = lim_{t→∞} p_{n−1}(t). ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÏÄÓÉÓÔÅ- ÍÙ ÞÁÓÔÉÃ (#k; #(k + 1); #(k + 2); : : : ; #(n − 1); #n), ÇÄÅ k = n − 2; n − 3; : : : ; 1, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ p_k = lim_{t→∞} p_k(t) = lim_{t→∞} m_kv_k(t).

œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÁÓÔÉÃÁÍÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÕÄÁÒÏŒ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÉÃ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ: lim_{t→∞} v_1(t) = : : : lim_{t→∞} v_n(t) = v. úÎÁÞÉÔ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, (m_1v_1(0)+: : :+m_nv_n(0))=(m_1 +: : :+m_n) ÄÏÌÖÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ v: ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÉÎÅÒÃÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ; Œ ÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÅÒÇÉÀ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÏÎÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔ- ÓÑ Ë ÎÕÌÀ! œ ÓÉÌÕ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÁ

ÎÕÌÀ; ÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ m_iv^2_i (0)=2 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ v_i(0) = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉÃ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÕÄÁÒÏŒ!

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÉ ÕÄÁÒÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ.

(c) ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÔÏÌØËÏ ÛÁÇÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÏÐÕÓËÁÑ ÄÅÔÁÌÉ (ÐÏÄÒÏÂ- ÎÏÓÔÉ ÓÍ. Œ [2, 3]).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÍÅÓÔÉÍ Œ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

m_1x_1 + : : : + m_nx_n = 0; m_1v_1 + : : : + m_nv_n = 0;

úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

∑_n

i=1 m_iv^2_i = 2E, ÐÏÌÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ.

óÎÏŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p_i(t) = m_iv_i(t) ÉÍÐÕÌØÓ ÞÁÓÔÉÃÙ i.

ðÒÉ k-Í ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÉÃ ÉÍÐÕÌØÓ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ´p_k > 0, Á ÐÒÁŒÏÊ | ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ´p_k. þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K (ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ Œ ÓÉÌÕ (b)), ÔÁË ÞÔÏ 1 ⩽ k ⩽ K.

üÔÁÐ 1. ´p_1 + ´p_1 + : : : + ´p_K ⩽ 2P_{max}, ÇÄÅ P_{max} = max_{0⩽t¡∞} P(t), É

P(t) = 1 · p_1(t) + 2 · p_2(t) + : : : + n · p_n(t) = n∑ i=1 i · p_i(t):

ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ´P_k^{def}= P(t_k + 0) − P(t_k − 0) = ´p_k, ÇÄÅ t_k | ÍÏ- ÍÅÎÔ k-ÇÏ ÕÄÁÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ∑ ´p_k ⩽ P_{max} − P_{min}. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

P_{max} = √ 2E ( M_2 −

M^2_1 M ) ; (24)

ÇÄÅ M =

∑_n i=1 m_i, M_1 =

∑_n

i=1 i · m_i, M_2 =

∑_n i=1 i^2 · m_i.

üÔÁÐ 2. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁÐÅ ŒÓÑ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ĂÂÙÓÔÒÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉĄ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÛÁÒÁ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÓÔÁÌËÉŒÁÀÔÓÑ É ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ:

|v_i(t) − v_{i−1}(t)| ⩾ c_i

ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [t_1; t_2].

äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ c_1; : : : ; c_n (ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÁÓÓ ÞÁÓÔÉÃ É ÐÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÑ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÂÙÓÔÒÙÍÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ (i − 1; i).

üÔÁÐ 3. þÉÓÌÏ ÂÙÓÔÒÙÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ

K = 8

(_n ∑ i=1 1 m_i ) · √ M_2M − M^2_1 :

üÔÁÐ 4. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁÐÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

C_1(m_1; : : : ; m_n ⩽ 2(2K)^{n−2};

ÇÄÅ K | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÜÔÁÐÁ 3, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ (10).

3. ĂâÏÌØÛÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ; ÞÁÓÔØ (i)

ôÅÏÒÅÍÁ 3. (a) þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ‚ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒ- ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ŒÄÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ŒÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ (ĂËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÇÌÅĄ) ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁ ŒÓÅÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ (0; +∞).

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ N ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔŒÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R^n ËÏÎÅÞÎÏ.

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. (a1) ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, É ÜÔÏ ÓÁÍÙÊ ŒÁÖÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ [2].

òÉÓ. 16. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ q ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l_1 ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ q ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l_2: ȷ_1 < ȷ_2

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ ÕÄÁÒÏŒ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÀÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÞËÉ, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÜÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ, ÔÁËÖÅ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ q | ÔÏÞËÁ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÕÄÁÒÏŒ; ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÅ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 16). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÎÏÇÏ ŒÅÒÛÉÎ | ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÓÔÅÎÏË; ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÄŒÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÎËÉ Œ R^3 ÉÍÅÀÔ ÃÅÌÕÀ ËÒÉŒÕÀ ŒÅÒÛÉÎ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ.)

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ t, ÞÔÏ dist(x(t); q) < ". íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÜÔÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, ÄÏËÁÚÁŒ, ÞÔÏ dist(x(t); q) ŒÓÅ- ÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ r (ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ).

ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÉÃÁ x ÌÅÔÅÌÁ ŒÄÏÌØ ÌÕÞÁ l_1 ÄÏ ÓŒÏÅÇÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÅÎËÏÊ w_1 Œ ÔÏÞËÅ M_1. úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ w_1 É ÐÏÌÅÔÅÌÁ ÐÏ ÌÕ- ÞÕ l_2 Ë ÓÔÅÎËÅ w_2. œÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔÒÁÚÉÌÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝_1 Ë ÓÔÅÎËÅ w_1 Œ ÔÏÞËÅ M_1, É ÞÁÓÔØ ÌÕÞÁ l_1 ÐÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ M_1 ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ Œ ĂÚÅÒËÁÌÅĄ ˝_1 É ÐÅÒÅÛÌÁ Œ ÌÕÞ l_2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑ ÓÔÅÎËÁ w_1 | ÇÒÁÎÉÃÁ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ qH_1, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ q ÎÁ l_1, ËÏÒÏÞÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ qH_2, ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ q ÎÁ l_2 (ŒÅÄØ ÏÔÒÅÚÏË qH_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÚÅÒËÁÌÏ ˝_1!):

|qH_1| < |qH_2|; ÉÌÉ ȷ_1 < ȷ_2: (25) ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÐÏÓÌÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ | Œ ÔÏÞËÅ M_2 ÏÔ ÓÔÅÎËÉ w_2 | ÞÁÓÔØ ÌÕÞÁ l_2 ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝_2 ÌÕÞ l_3, É ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ȷ_2 < ȷ_3, É Ô. Ä.: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎÙ q ÄÏ ÌÕÞÅÊ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ x(t) ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ: r = ȷ_1 < ȷ_2 < ȷ_3 < : : : . ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÄÌÉÎÎÅÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ- ÌÑÒÁ, dist(x(t); q) > ȷ_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ " < ȷ_1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë q.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔ- ÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [2, Ó. 168{169]), ÞÔÏ x(t) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ŒÅÒÛÉÎÅ q ŒÒÅÍÑ, ÍÅÎØÛÅÅ ȷ_1. ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ŒÙÛÅ (ÒÁÚÄÅÌ II.3), ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÜÒÇÏ- ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ.

(a2) éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÕÇÌÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x), ÓÍ. ÒÉÓ. 17.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ’ | ÕÇÏÌ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ x(t) ÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ q É ¸ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÕÇÌÁ Œ ÔÏÞËÁÈ A É B ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r = ȷ_1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ q (ÓÍ. ÒÉÓ. 17). ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÕÇÌÁ

N(’; ¸) ⩽ 2’¸ : (26)

òÉÓ. 17. = ’ − !, ! ⩾¸ óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ É ŒÍÅÝÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÕÇÏÌ ¸, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ⩽ ı̧ + 1.

éÚ ÒÉÓ. 17 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÁ_△M_1KM_2 ÒÁŒÎÙ ı2 − ’ É , Á

ŒÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ K ÒÁŒÅÎ ı2 − ! (! | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ˝_1 É

˝_2 Œ ÔÏÞËÁÈ M_1 É M_2). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ı2 − ! = ( ı 2 − ’ ) + , ÏÔËÕÄÁ = ’ − !.

îÏ ! ⩾ ¸, ÐÏÜÔÏÍÕ ⩽ ’ − ¸.

úÎÁÞÉÔ, ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ ¸:

1 ⩽ ’ − ¸; _2 ⩽ _1 − ¸ ⩽ ’ − 2¸; : : : _n ⩽ ’ − n¸; : : :

ïÔÓÀÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 ⩽ _n ⩽ _{n−1} ⩽ : : : ⩽ _1 ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ x Ë ŒÅÒÛÉÎÅ q, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ n¸ ⩽ ’ É n ⩽ ’=¸. éÔÁË, ÞÁÓÔÉÃÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ’=¸ ÒÁÚ ÐÒÉ ÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ŒÅÒÛÉÎÅ q.

úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ q. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, Œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ŒÏ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÏÔ q ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ w_1 É w_2 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎÁ ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë q. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ⩽ 2’=¸.

ôÁË ËÁË ’ ⩽ ı2 , ÔÏ N(’; ¸) ⩽ ı̧ , b ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ.

(a3) îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÓÔÕÐÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÕÎËÔÏŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ [20].

ðÕÓÔØ t_0 < t_1 < t_2 < : : : < t_k < : : : | ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÉ ´_1 = x(t_0)qx(t_1), ´_2 = x(t_1)qx(t_2); : : : ; ´_k = x(t_{k−1})qx(t_k ); : : : , ŒÙÒÅ- ÖÅÍ ÉÈ ÎÏÖÎÉÃÁÍÉ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ÎÁ (ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ!) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ- ÂÙ ´_k É ´_{k+1} ÐÒÉÍÙËÁÌÉ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ qx(t_k) É ÎÅ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÌÉÓØ (ÒÉÓ. 18). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÐÌÏÓËÕÀ ÒÁÚŒÅÒÔËÕ ĂÇÁÒÍÏÛËÉĄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ {´_k}^∞_1 , ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n É ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ ÐÏ ÏÂÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ qx(t_k).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ⩾ 1 ÕÇÏÌ ∠x(t_0)qx(t_k ) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ı: ‚_1 + + ‚_2 + : : : ⩽ ı (ÒÉÓ. 18). üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ.

òÉÓ. 18. òÁÚŒÅÒÔËÁ ÃÅÐÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ òÉÓ. 19. ìÕÞ V ŒÄÏÌØ e ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÎÏË W = ⋂ W_i É ÞÁÓÔÉÃÁ x ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ

e = lim_{t→∞} x(t) − q |x(t) − q| = limt→∞ −−−→ qx(t) | −−−→ qx(t)|

; (27)

ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. œÏÚØÍÅÍ ÓÔÅÎËÕ ÕÇÌÁ W , ÞÁ- ÓÔÉÃÁ ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, Á ÔÁË ËÁË | −−−→ qx(t)| → ∞, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÎËÁ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÕÞ V , ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ q Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ e. ôÁË ËÁË ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ Q, ÌÕÞ V ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ

⋂_N

i=1 W_i ŒÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 19). òÁÚŒÅÒÔËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d(t) = dist(x(t); ⋂ W_i) ŒÙÐÕËÌÁ ÐÏ t. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t > t_0 d(t) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ " > 0 É c > 0, ÞÔÏ

d(t) ⩾ "t − c ÐÒÉ ŒÓÅÈ t:

äÁÌÅÅ, dist(x(t); V ) | −−−→ qx(t)|

→ 0 ÐÒÉ t → ∞. ïÄÎÁËÏ

dist(x(t); V ) ⩾ dist(x(t); ⋂ W_i) = d(t) ⩾ "t − c; | −−−→ qx(t)| ⩽ | −−−→ qx(0)| + | −−−−−→ x(0)x(t)| ⩽ | −−−→ qx(0)| + t

(ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ | −−−−−→ x(0)x(t)| ÎÁ t, ÔÁË ËÁË ÞÁÓÔÉÃÁ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÔ x(0) ÄÏ x(t) ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1). ðÏÜÔÏÍÕ dist(x(t); V ) | −−−→ qx(t)|

⩾ "t − c | −−−→ qx(0)| + t

→ " > 0 ÐÒÉ t → ∞;

É ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÕÎËÔÁ (b).

(b). œÙÛÅ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏŒ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ Œ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÇÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÛÁÒÁÈ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÕÎËÔÁ (a).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÉÄÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏ ÞÁÓÔÉÃÙ (ÓÍ. ÐÏ- ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Œ [2]). éÚ (a1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÒÅÍÅÎÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ. ëÁË É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2(b), ÚÁËÏÎ- ÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏ ÓÉÓÔÅÍÕ ÛÁÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÔÁË. åÓÌÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0; +∞)

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ŒÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ T_0 ÒÁÚ- ÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ (ËÌÁÓÔÅÒÙ), Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÉÓÐÙÔÙŒÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ ÏÔ ÛÁÒÏŒ ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÔÅÒÁ, Á ÓÁÍÉ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÎÉËÁË ÎÅ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÍÁÓÓ ÄŒÉÖÕÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÔÅÒ É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ.

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉÃ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, Ô. Å. Ë 0. á ÔÏÇÄÁ ÜÎÅÒÇÉÑ E(t) ËÌÁÓÔÅÒÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅ- ÍÉÔÓÑ Ë 0. îÏ ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ŒÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÒÉ t > T_0, ÔÁË ÞÔÏ E(t) ≡ 0. úÎÁÞÉÔ, ÛÁÒÙ Œ ËÌÁÓÔÅÒÅ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÄŒÉÇÁÌÉÓØ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ T_0. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ Œ ËÌÁÓÔÅÒÅ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

4. ĂâÏÌØÛÁÑĄ ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ; ÞÁÓÔØ (ii) ôÅÏÒÅÍÁ 4. (a) þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ‚ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒ- ÎÏÍ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ŒÄÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ŒÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÌÏÖÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ [12], ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ Q.

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ N ÛÁÒÏŒ Œ R^n Ó ÍÁÓÓÁÍÉ M_1; : : : ; m_N ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2(m_1; : : : ; m_n), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (13), ËÁËÉÍÉ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÛÁÒÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ r_1; : : : ; r_N .

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ. (a) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2 ŒÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÅÎÏË Œ ÕÇÌÅ Q. ïÎÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÌÅÍÍÁÈ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ.

óÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ X É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÔÏÞËÅ Y , ÞÅÒÅÚ `(X; Y ). îÁÚÏŒÅÍ ËÏÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÕÓËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÎÏË w_{i1} ; : : : ; w_{ik} , ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓ- ÈÏÄÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ `(X; Y ). íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ‚(t), 0 ⩽ t ⩽ 1, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÅ X = ‚(0) É ËÏÎÞÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÅ Y = ‚(1), ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ, ÞÔÏ É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ `(X; Y ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÅÎÏË Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏ- ÍÅÎÔÙ 0 ⩽ t_1 ⩽ t_2 ⩽ : : : ⩽ t_k ⩽ 1, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ‚(t_j ) ∈ W_j .

œÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ W_i, Á ÐÏÔÏÍ ÏÔ W_j , ÌÏÍÁÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ W_i ∩ W_j . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅÒÛÉÎÕ ÕÇÌÁ q ∈

⋂_N

i=1 W_i (Ô. Å. ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ), ÔÏ ÄŒÕÚŒÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ XqY ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ, ÞÔÏ É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ `(X; Y ).

ìÅÍÍÁ 1 (comparison lemma). âÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ `(X; Y ) ËÏÒÏÞÅ ÌÀÂÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ‚(t) ÔÏÇÏ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Œ ÕÇÌÅ QŒ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ŒÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ. óÍ. ÒÉÓ. 15: ÍÙ ŒÙÐÒÑÍÌÑÅÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÏÔÒÁÖÁÑ ÕÇÏÌ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÅÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ ÍÅÖÄÕ òÉÓ. 20. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2: ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÍÅÎØÛÅ ÐÅÒÉ- ÍÅÔÒÁ_△XqY

ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÁÍÉ. á ÏÎ, ËÏÎÅÞÎÏ, ËÏÒÏÞÅ ÌÀÂÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÎÃÁÍÉ. äÌÑ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÉÄÅÑ ÔÁ ÖÅ: ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ. ôÏÌØËÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÕÔØ ÉÎÁÞÅ.

œÏÚØÍÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ËÏÐÉÊ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÚŒÅÎØÅŒ Õ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ `(X; Y ) (Ô. Å. ÎÁ 2 ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÉÚÌÏÍÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ), É ÎÁ- ÞÎÅÍ ÉÈ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÔØ ÏÄÎÕ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÓÔÅÎËÁÍ W_{ij} , ÏÔ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÌÅÄÕÑ ËÏÄÕ ÌÏÍÁÎÏÊ `(X; Y ). ôÏÇÄÁ ÎÁ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÉÌÉ ĂÇÁÒÍÏÛËÅĄ ËÏÐÉÊ Q_1; Q_2; : : : , ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÑ (Œ ĂŒÙÓÏËÏÊĄ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ĂÇÁÒÍÏÛËÁĄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÒÉÍÁÎÏŒÙÍ, ÉÌÉ ÁÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÓËÉÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ), ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ `(X; Y ) ĂÒÁÓÐÒÑÍÌÑÅÔÓÑĄ É ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ) ËÒÉŒÏÊ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ | X (Œ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÐÉÉ ÇÁÒÍÏÛËÉ) É Y (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏÐÉÉ). ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅÍ- ÍÁ 1: ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÄÌÉÎÎÅÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ (ÓÍ. ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Œ [12]).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏÅ, ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ q | ŒÅÒÛÉÎÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q (q ∈

⋂_N i=1 W_i), É `(X; Y ) | ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÂÝÅÊ ÄÌÉÎÙ |`(X; Y )|. ôÏ- ÇÄÁ |qX| + |qY | > |`(X; Y )| (ÒÉÓ. 20).

ëÁË É ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁÐÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ĂÍÁÌÏÊĄ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÎÁÑ, ŒÙÒÅÖÅÍ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ_△qXx_1,_△qx_1x_2,_△qx_2x_3; : : : ;_△qx_k Y É ÓËÌÅÉÍ ÉÈ ÐÏ ÏÂÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ. ðÏÌÕÞÉÍ ÐÌÏÓËÕÀ ÒÁÚŒÅÒÔËÕ ĂÇÁÒÍÏÛËÉĄ ÔÅÈ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n (ÒÉÓ. 18).

œ ÓÉÌÕ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÓÔÅÎÏË W_i É ÚÁËÏÎÁ ĂÕÇÏÌ ÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑĄ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ ‚(X; Y ) = Xx_1x_2x_3 : : : x_k; Y ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÙÐÕËÌÁ: ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Xx_1, x_1x_2, : : : , x_k Y ÄÅÌÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Œ ÏÄ- ÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ‚(X; Y ), Á Œ ÄÒÕÇÏÊ | ÔÏÞËÁ q. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ ÐÌÏÓËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ‚(X; Y ) ÒÁŒÎÁ ÄÌÉÎÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁ- ÅËÔÏÒÉÉ: |‚(X; Y )| = |`(X; Y )|. (äÌÑ ÕÇÌÁ Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ ÌÏÍÁÎÁÑ ‚(X; Y ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ).

óÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÞËÉ X É Y ÌÏÍÁÎÏÊ ‚(X; Y ) (ÆÉÇÕÒÁ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÒÉÓ. 20). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M = Xx_1 : : : x_kY | ŒÙÐÕËÌÙÊ, É ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ_△XqY , ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ_△XqY ÂÏÌØÛÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ M. œÙÞÉÔÁÑ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ XY , ÐÏÌÕÞÁÅÍ |qX| + |qY | > |‚(X; Y )|. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 3 (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË A; B; C; D ∈ R^n , ÅÓÌÉ dist(C; AB) |CD| ⩾ c > 0, ÔÏ

(|AD| + |DB|) − (|AC| + |CB| |AC| + |CB| − |AB| ⩽ K = K(c); ÇÄÅ K(c) = 16 (1 c + 1

)_2 : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 3 ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË Œ R^n (ÓÍ. [12]) É ÍÙ ÅÇÏ ÏÐÕÓËÁÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4(a) ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ĂÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÕËÏÒÁÞÉŒÁÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ `Ą Ó ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍ 1, 2 É 3. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏ- ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÕÓËÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ `(X_1; X_2), ÇÄÅ X_1 É X_2 | ÔÏÞËÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÎËÉ W_i ÕÇÌÁ Q, ÎÁ (1) ÄŒÕÚŒÅÎÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ X_1D∪DX_2, ÇÄÅ D | ÔÏÞ- ËÁ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÎÏË

⋂_N i=1 W_i, ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë ÚÁÒÁÎÅÅ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ Z ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ `; ÉÌÉ (2) ÏÔÒÅÚÏË X_1X_2.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ Z ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ` ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ X_2 É ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÔÏÞ- ËÏÊ X_1 ÎÁ `, É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ dist(Z; W_i) dist(Z;

⋂_N i=1 W_i

⩾ C; (28)

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ŒÚÑÔÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q (ÓÍ. ÕÓÌÏŒÉÅ d=c-ÂÌÉÚÏÓÔÉ É ÒÉÓ. 9).

(1) úÁÍÅÎÕ `(X_1; X_2) ÎÁ X_1D ∪ DX_2 ÎÁÚÏŒÅÍ ĂÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍĄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ` É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (|X_1D| + |DX_2) − (|X_1Z| + |ZX_1|) = s;

s ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞÅË X_1; X_2 É Z.

(2) úÁÍÅÎÕ `(X_1; X_2) ÎÁ X_1X_2 ÎÁÚÏŒÅÍ ĂÓÖÁÔÉÅÍĄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ |X_1Z| + |ZX_2| − |X_1X_2| = p:

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3

s ⩽ K(c) · p; K(c) = 16 (1 c + 1

)_2 : (29)

ìÅÍÍÁ 4. þÉÓÌÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÕÓËÏŒ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ `(A; B) ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ `, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ŒÓÅÈ N ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ Q É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË (ËÒÏÍÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÂÝÉÈ ËÏÎÃÏŒ), ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ L = 2K(c) + 1, ÇÄÅ K(c) | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3. ôÁËÉÅ ËÕÓËÉ ÁŒÔÏÒÙ [12] ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÃÉËÌÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 4 ÁŒÔÏÒÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅÍ Ó ÌÅÍÍÁÍÉ 1 É 2.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÒÁÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4(a). ðÕÓÔØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k < N ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ ⩽ k ÓÔÅÎÏË W_i, ÉÍÅÅÔ ⩽ M_k ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÕÇÌÅ Q. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ËÁÖÄÙÊ ËÕÓÏË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ó ⩽ M_{N−1} ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÉËÌ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÞÉÓÌÏ ÃÉËÌÏŒ ⩽ L; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÕÇÌÅ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ⩽ M_N , ÇÄÅ M_N = L(M_{N−1} + 1) ⩽ 2LM_{N−1}. ðÏÓËÏÌØËÕ M_1 = 1 (ÏÄÎÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

M_n ⩽ (2L)^{N−1} = (2K(C) + 4)^{N−1} = ( 2 · 16 ( 1 C + 1

)_2 + 4 )_{N−1} < < [ 16 ( 1 C + 2

)]_{2(N−1)} : (30)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C_2 Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁŒÎÏÊ

C_2 = [ 16 ( 1 C + 2

)]_{2(N−1)} ; (31)

ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÕÇÌÁ Q É N | ÞÉÓÌÏ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ.

(b) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏŒ N ÛÁÒÏŒ ÎÁÄÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÉÚ R^{nN N(N−1)}_2 ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ C_{ij} (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (17) É (18)). ðÏÌÏÖÉÍ m_{min} = 1, r_{min} = 1.

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÛÁÒÏŒ Œ R^n , ÅÓÌÉ ÄŒÉÇÁÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÅÎÏË W_{ij} = C_{ij} ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ ÄŒÉÇÁÔØ x Ë ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ŒÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ∈ R^{nN} ÄÏ C_{ij} Œ ÍÅÔÒÉËÅ ‖{x_{ij} }}^2 = 12E ∑ i;j m_ix^2_{ij} =

= 12E ∑ i;j m_i|c_i|^2, ÇÄÅ c_i = {x_{ij} } ∈ R^n | ÃÅÎÔÒÙ ÛÁÒÏŒ, E | ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÜÎÅÒÇÉÉ E ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏŒ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ i É j Œ R^n . á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕÐÐÕ ÛÁÒÏŒ I, ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÛÁÒÏŒ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ I, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒÙ C_{ij} .

ðÕÓÔØ d_{ij} | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÛÁÒÏŒ i É j, r_i; r_j | ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ É ‹_{ij} = d_{ij} − r_i − r_j ⩾ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÓÅÈ ‹_{ij} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ‹ = ‹_{i1 j1} − max_{i;j∈I} ‹_{ij} . íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ max_{Cij ∈I} dist(x; C_{ij} ) ⩾ ‹ 2 √ 2E , É ÞÔÏ

dist(x; ⋂ i;j∈I

C_{ij} ) ⩽ N · r^{max}‹ √ mmaxN √ 2E : ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ I:

C_{I;R}nN (x) ⩾ 1 2rmax · N √ mmaxN :

ôÁË ËÁË ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ x, ÎÉ ÏÔ ÇÒÕÐÐÙ I, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

C = 1 2rmaxN^{3=2}m^{1=2}_{max}

: (32)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÅÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (31), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ( 16 · 2r_{max}N^{3=2} √ m_{max}

)_{2·}^{( N(N−1)}_{2 −1}^) < ( 32r_{max} · N^{3=2} √ m_{max}

)_N 2 : ðÏËÁ ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÏÃÅÎËÁ (12), ŒËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÒÁÄÉÕÓÙ ÛÁÒÏŒ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ m_{min} = 1 É r_{min} = 1, ÔÁË ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÉÓÁÔØ ŒÅÚÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m_{max}=m_{min} É r_{max}=r_{min}.

ïÄÎÁËÏ ÛÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØ Œ R^n ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÉÔÒÅÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÏÐÑÔØ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÅÎÏË I.

œÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ Q = R^{nN} \ (⋃ (ij)∈I Cij ) É ÎÁÊÄÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÅ Œ R^{nN} ÏÔ x_0 ÄÏ ÓÔÅÎÏË (ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I: ‹ = max_{(ij)∈I} dist(x_0; C_{ij} ). ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ dist(x_0; ⋂ (ij)∈I Cij ) ÞÅÒÅÚ ‹. îÁÞÎÅÍ ÄŒÉÇÁÔØ ÔÏÞËÕ

x(0) Œ R^{nN} ÔÁË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I_0 = {i | C_{ij} ∈ I}. œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ i_1 ∈ I_0 É ŒÓÅ ÛÁÒÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k ∈ I_0 \ {i} ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ i_1, ÐÏËÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÛÁÒÏŒ (k; i_1) ÎÅ ÓÏÐÒÉËÏÓÎÅÔÓÑ (ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÏÐÒÉËÏÓÎÏŒÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ËÏÎÆÉ- ÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒ C_{i1 k}). œ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÛÁÒ #k ËÏÓÎÅÔÓÑ ÛÁÒÁ #i_1, ÛÁÒ #k ÐÒÅËÒÁÝÁÅÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÝÅ ÎÅ ÓÏÐÒÉËÏÓÎÕŒÛÉ- ÅÓÑ ÛÁÒÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Ë ÛÁÒÕ #i_1. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x(t) ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ ŒÉÄÁ C_{i1 j1} , ÐÏÔÏÍ ÄŒÉÇÁÅÔ- ÓÑ ÐÏ ÎÅÍÕ É ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ÇÒÕÐÐÙ I ŒÉÄÁ C_{i1 j2} (ÔÅÐÅÒØ ÏÎÁ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ), ÐÏÔÏÍ ÄŒÉÇÁÅÔÓÑ É ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÔÒÅÔÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ÇÒÕÐÐÙ I ŒÉÄÁ C_{i1 j3} , É Ô. Ä. ÐÏËÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÒ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ I ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ, ÓÏÐÒÉËÏÓÎÕŒÛÉÓØ Ó ÛÁÒÏÍ #i_1. œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏ- ÄÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x_1 ∈ R^{nN} . ôÁË ËÁË ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÉ x_0(t) ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÌ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ⩽ ‹, Á ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÂÙÌÏ ⩽ N (N | ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ), ÔÏ dist(x_0; x_1) ⩽ m_{max} · N‹. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ĂÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑĄ ÍÅÔÒÉËÁ Œ R^{nN} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

dist ((x_1; : : : ; x_n); (y_1; : : : ; y_n)) = N∑ i=1 m_i · dist(x_i; y_i)^2;

ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ m_{max}.

ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÄŒÉÇÁÌÉÓØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^n , ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ | ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ #i_1, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÏÊ ÛÁÒÏŒ ÕÍÅÎØ- ÛÁÌÏÓØ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ x_1 max_{(i;j)∈I} dist(x_1; C_{ij} ) ⩽ ‹.

ôÅÐÅÒØ ŒÏÚØÍÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÎÏÍÅÒ i_2 ∈ I_0 \ {i_1} É, ÎÁÞÁŒ Ó Ó x_1, ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÁÊÄÅÍ ÎÏŒÕÀ ÔÏÞËÕ x_2 ∈ R^{nN} , ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ dist(x_1; x_2) ⩽ m_{max}·N‹; ÚÁÔÅÍ ÔÒÅÔØÀ ÔÏÞËÕ x_3 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ É Ô. Ä., ÐÏËÁ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÁÅÍ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ ÉÚ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ I_0. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x_{|I0 |} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ⋂ (ij)∈I Cij ŒÓÅÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏŒ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I. úÎÁÞÉÔ,

dist(x_0; x_{|I0|}) ⩽ |i_0 |−1∑

i=1 dist(x_i; x_{i+1}) ⩽ m_{max} · N^2‹: (33)

úÎÁÞÉÔ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C = 1 mmaxN^2 (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ ‹ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (33) É ÐÏÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ Ă⩾Ą, ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ: ÓÍ. ÒÉÓ. 9).

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ Q = R^{nN} \ (⋃ i≠j Cij ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ {Q_s} (Ó ÄŒÕÍÑ, ÔÒÅÍÑ, : : : ,

N(N−1)

2 ÓÔÅÎËÁÍÉ), É ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÃÅÎËÕ (31), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÌÉÛØ Œ ÛÁ- ÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ŒÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÇÌÏŒ {Q_s}, ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ŒÓÅÍ ÓÔÏÌÅ Q. áŒÔÏÒÙ [12] ÎÁÈÏÄÑÔ ÔÁËÕÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ: ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏŒ Œ Q ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ( 200 ( 1 C + 2

))_{2N} 4 ; (34)

ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ C = 1 mmaxN^2

, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÚÁŒÙÛÅÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ( 200(m_{max}N^2 + 2)

)_{2N} 4 ⩽ ( 400N^2m_{max}

)_{2N} 4 ; (35)

ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (13), ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ m_{min} = 1.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÇÁÚÅ Œ ÓÏÓÕÄÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÕÒÁÓÓÅÉŒÁÀÝÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (Ó ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ŒÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0, ÚÁŒÉÓÑ- ÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÏÌÁ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t ÏÔÒÁ- ÚÉÔÓÑ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË ⩽ Ct ÒÁÚ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÁ ÖÅ ÏÃÅÎËÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÒÁÚÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÌÅËÕÌ (ÛÁÒÉËÏŒ) Œ ÓÏÓÕÄÅ, ÓÔÅÎËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÉÌÉ ŒÙÐÕËÌÙ ŒÎÕÔÒØ ÓÏÓÕÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.

óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[1] çÁÌØÐÅÒÉÎ ç. á. õÐÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ // õíî, 1978.

ô. 33. œÙÐ. 1. ó. 211{212.

[2] çÁÌØÐÅÒÉÎ ç. á. ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ É ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÞÁÓÔÉÃ, ÄŒÉÖÕÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ // ôÒÕÄÙ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ íÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ïÂÝÅÓÔŒÁ. ô. 43. í.: íçõ, 1981. ó. 142{196.

[3] çÁÌØÐÅÒÉÎ ç. á., úÅÍÌÑËÏŒ á. î. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ. í.: îÁÕËÁ, 1990.

[4] çÁÌØÐÅÒÉÎ ç. á., þÅÒÎÏŒ î. é. âÉÌÌÉÒÁÄÙ É ÈÁÏÓ // óÅÒÉÑ ĂíÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ËÉ- ÂÅÒÎÅÔÉËÁĄ, Ć5. í.: úÎÁÎÉÅ, 1991.

[5] úÅÍÌÑËÏŒ á. î. çÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ // ëŒÁÎÔ, 1978. Ć4.

ó. 14{21.

[6] ðÏÌÁË ì. ó. ìÀÄŒÉÇ âÏÌØÃÍÁÎ (1844{1906). í.: îÁÕËÁ, 1987.

[7] óÅŒÒÀË í. â. ë ÏÃÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÊ n ÕÐÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.

éÎÓÔÉÔÕÔ üÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ ðÒÏÂÌÅÍ èÉÍ. æÉÚÉËÉ òáî, 1992.

[8] óÉÎÁÊ ñ. ç. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÐÒÕÇÉÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÓÓÅÉŒÁÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏŒ // õíî, 1970. ô. 25. ó. 144{192.

[9] óÉÎÁÊ ñ. ç. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÐÒÕÇÉÈ ÕÄÁÒÏŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÔŒÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. òÕËÏÐÉÓØ, ∼1965.

[10] óÉÎÁÊ ñ. ç. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ // õíî, 1978.

ô. 33. œÙÐ. 1. ó. 229{230.

[11] èÏŒÁÎÓËÉÊ á. î. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ Ë ŒÏÐÒÏÓÁÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. í.: íÉÒ, 1956.

[12] Burago D., Kanonenko A., Ferleger S. Uniform estimates on the number of collisions in semi-dispersing billiards // Annals of Mathematics, 1998. V. 147. P. 695- 708.

[13] Burago D., Kanonenko A., Ferleger S. A geometric approach to semi-dispersing billiards // Ergodic Th.& Dyn. Syst., 1998. V. 18. P. 303{319.

[14] Cohen E. G. D. // Lectures in Theoretical Physics, VIII A. Univ. of Colorado Press, 1966. P. 167.

[15] Illner R. Finiteness of the number o collisions in a hard sphere particle systems in all space // Transport Theory Statist. Physics, 1990. V. 19. P. 573{579.

[16] Murphy T. J., Cohen E. G. D. Maximum number of collisions among identical hard spheres // J. Stat. Physics, 1993. V. 71. P. 1063{1080.

[17] Rehacek J. On the ergodicity of dispersing billiards // Random&Computational Dymamics, 1995. Vol. 3(1&2). P. 35{55.

[18] Sandri G., Sullivan R. D., Norem P. Collisions of three hard spheres // Physical Review Letters, 1964. V. 13. No 25. P. 743{745.

[19] Turston W., Sandri G. Classical hard sphere 3-body problem // Bull. Amer. Phys.

Soc., 1969. V. 9. P. 386.

[20] Vaserstein L. N. On systems of particles with ˛nite-range and/or repulsive interactions // Comm. Math, Physics, 1979. V. 69. P. 31{56/